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同符号数相加“大数吃小数”的界限：数值试验
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摘要：利用大量数值试验。得出机器单双精度下关于两同符号数相加时“大数吃小数”界限的数据．对试验数据进

行分段线性拟合，给出“大数吃小数”界限的近似公式，与试验数据比较表明近似公式具有良好的估计效果，可为单

双精度下避免“大数吃小数”现象提供可靠的依据．进一步，将机器单双精度的结果推广至任意机器精度，得到的结

论可方便应用于实际的数值运算中．
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On bound of a large number annihilating a small number in addition

operation of two numbers with same sign：numerical experiment
CAO Jin91’_．LI Jianpin91

(1a．Institute of Atmospheric Physics，lb．Gmduate University，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100029，China；
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Abstract：Through a lot of numerical experiments，the data of the bounds of a large number annihilating a small number

in addition operation of two numbers witll s锄e sign under single and double machine precisions are obtained．By analyz—

ing the experimental results，piecewise linear approximations of the bounds have been established．The approximate func—

tions show good performances when comparing with the exact results in numerical experiments．Moreover，based on the

results under single and double machine precisions，generalized approximate function for any given machine precisions

has been deduced，which can be conveniently applied in practical numerical computations．
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“大数吃小数”现象【l】是数值运算中常见的一种影

响计算精度的现象，当以计算机计算一个实数a与实

数b≠0的代数和时，如果16I相对于lalA、到一定程度，

会出现a+b=a的现象，一般称作数b被数a“吃掉”

了．“大数吃小数”现象一个典型的例子[21就是计算Ⅳ
Ⅳ

个实数的累加和艺nrI，其中，口。》a／>0，i=2，

3，⋯，Ⅳ．若以正常顺序累加，则自a2之后所有元素

均被口。“吃掉”，累加结果为∑％=‰其误差为∑an．
n=l n=2

N

如果Ⅳ取值很大，那么艺an很可能是个较大的数，

这样数值计算就会有一个较大的误差．另一个例子是

在数值运算的网格剖分中，如果剖分选取的分辨率

(步长)过小，那么计算过程中它有可能会被“吃掉”，

出现网格的某些节点无法生成的情况，从而进一步影

响数值运算精度．

目前，已存在一些避免“大数吃小数”现象的方法【2一．

做Ⅳ个实数的累加和时，可调换相加顺序，将绝对值

较小的数先进行累加，以避免“大数吃小数”现象，但

仍存在2种风险：1．前面“小数”的累加值相比于后面

“大数”仍然足够小到被“吃掉”，调换顺序起不到作

用；2．前面若干“小数”的累加值远大于后面的“大

数”，从而将其“吃掉”，使运算结果更加不可预料．可
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见，仅靠目前的方法并不能完全避免危及精度的现象

发生．为真正避免此类现象的发生，找到准确判断其

发生的界限，就显得十分迫切和必要．本研究针对两

同符号数相加的问题，通过数值试验与理论分析，给

出“大数吃小数”现象发生的界限，从而为实际运算提

供理论指导．

1机器双精度下“大数吃小数"的界限

1．1两正数相加的数值试验

设A>0为一“大数”，Ca>0为可被A“吃掉”的

最大“小数”．在计算机双精度下，分别应用Manab、

Fortran以及C等3种计算机语言进行大量数值试验，

发现3种语言计算出的A与a的关系都呈现出相同

的规律．以Madab为例，给出A∈【o．1，10]时的部分试

验结果，如图1所示．由图1可见，A所处的区域可被

分为若干区间段，在每个区间段内，虽然A的取

值不同，但被其吃掉的最大“小数”G却十分接近，从

而图形呈现阶梯形状．特别地，在每个区间段内，lg A

与lg(CA崩)之间呈现线性关系，因此，下面考虑应用

这种分段线性关系，推导出a的计算公式．

19A

图1机器双精度下A与CA及lgA与lg(c^／A》的关系

Fig．1 A versusCAandlgA versuslg(C^／A)，under

double machine precision

1．2两正数相加lg(a／A)关于lg A的分段线性拟合

为考察lg(G／A)关于lgA的分段线性关系，进行

了大量数值试验．首先，根据试验数据计算出lg(CA／A)

关于lgA斜率的变化规律，将lgA所属区间进行分

段，即估计出试验所涉及的每段线性区间的左、右顶

点坐标．然后，分别计算出lgA每个分段区间的长度，

以及区间内lg(cA／A)关于lgA线性拟合的斜率．部分
试验结果见表1．

表1机器双精度下，当A∈(10-2，102)时。ig(CAIA)与

lgA线性关系

Tab．1 Linear relationship between lg(CIA)and lg A。when

A∈(10-2，102 l，under double machine precision

由表1可见，不同区间段之间满足十分相似的线

性关系：lgA分段区间长度都近似为0．301，并且，每

个区间段内，lg(CJA)关于lg A线性拟合的斜率都接

近于一1，且lg(cA尉)均在[一16．256，一15．955]范围内单

调递减．由此便可估计lg(C^／A)关于lg A的分段线性

拟合函数．

首先，给出每个分段线性区间左顶点坐标．由表

1可见，lgA=0为某一分段区间的左顶点，又因每个
区间段长度均近似为0．301，则可记“大数”A属于第屉

(是∈Z)段区间，其中磊=floor(19A／O．301)，floor表示

向负无穷方向取整．并且，此第．j}段区间的左顶点坐

标应为(0．301k，一15．955)，七EZ．然后，以G表示c^

的分段线性拟合近似值，若A属于第五段区间，结合

上述试验中区间段内lg(ca／A)关于lgA线性拟合的

斜率以及左顶点坐标，得此区间段内lg(c。肋)关于

lg A的线性拟合函数为

lg(CJA)=一(19A一0．301k)一15．955，

壳=floor(19AIO．301) (1)
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为验证式(1)的拟合效果，随机选取不同的“大

数”A，将数值试验得到的cA值与由式(1)计算出的拟

合值a进行比较，见表2．表2数据说明式(1)具有良

好的拟合效果．

表2机器双精度下己与cA比较

Tab．2 Comparison between己and c^for random。
under double machine precision

1．3两负数相加情况

设A’<0为一“大数”，应寻找c7。为全体负数

中可被A’吃掉的最小的“小数”，同时也是绝对值最

大的“小数”．大量数值试验结果表明，当IA’I=A时，

总有Ic’。I=cA．因此，可将上述两正数相加情况的分段

线性拟合结果直接推广至两负数相加情况．令c’。为

G’。的拟合值，则结合式(1)可得

lglC'A／A’l=一(19L4 7l一0．301k)一15．955，

k=floor(19lA 7I／0．301) (2)

1．4双精度下“大数吃小数”界限的近似公式

结合式(1)与式(2)，可得机器双精度下两同号数

相加时，“大数吃小数”现象发生界限的统一近似公式．

结论1在机器双精度下进行运算，对于任意符

号相同的两实数A与日，当且仅当吲≤G时，机器

运算结果为A+B=A，其中

G—M卜10一研卜030豫)’1’955，k=floor(19lA I／0．301)(3)

2机器单精度下“大数吃小数"的界限

经与双精度类似的过程分析，可得机器单精度下

“大数吃小数”界限的统一近似公式．

结论2在机器单精度下进行运算，对于任意符

号相同的两实数。与b，当且仅当⋯≤C。时，机器运

算结果为n+b=n，其中

c。一lal·10一圳’0301‘)。7225，k=floor(19laI／0．301) (4)

表3给出对于随机选出的不同“大数”o，可被其

“吃掉”的最大“小数”c。的数值试验值与由式(4)计算

出的近似值三。的比较结果，这些结果说明式(4)有良

好的估计效果．

表3机器单精度下C。试验值与式(4)近似值瓦比较结果

Tab-3 Comparison between C。and i。for random，under

single machine precision

3任意机器精度“大数吃小数"界限的普适近

似公式

公式(3)与公式(4)非常相似，只有指数上的一个

常系数不同，单精度为7．225，双精度为15．955．若记

所选机器精度的二进制有效位数为n，则机器单双

精度下n分别为24和53[4]．注意到2419 2—7．224 7，

5319 2—15．954 6，也就是说，此常系数可由／2近似推

算出来，为n192，由此推测G与C。的近似表达式与n
有关．因此，在具有n位二进制有效数字的机器下进行

运算，将被“大数”n“吃掉”的“小数”界限记为c⋯，结

合结论1和结论2，得任意机器精度下“大数吃小数”

界限的普适近似公式．

结论3在具有n位二进制有效数字的机器精度

下进行运算，对于任意符号相同的两实数口与b，当

且仅当Ibl≤c⋯时，机器运算结果为a+b=o，其中

c。．。=lal·10．(驯‘0Ⅻ‘)一Jll92，k=floor(19laI／0．301)(5)

4结论

通过数值试验，为数值运算中避免“大数吃小数”

现象给出了界限，结论3适用于任意机器精度和任意

计算机语言，可方便应用于实际的数值计算中．下一

步考虑利用二进制对位相加过程网，对于“大数吃小数”

问题进行理论分析，并给出更为严格的理论界限．

另外，关于“大数吃小数”现象，本文只讨论了

同号的情况，可应用类似的方法研究两异号数相加的

情况，找到“大数吃小数”现象发生的统一界限公式．
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